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摘 要:华罗庚在 1965 年发现的华罗庚不等式在数论中有着重要的应用，它得到了很多的推广。将华罗庚不

等式推广到严格凸的 2- 赋范空间和拟 Banach 空间。
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has been in several directions. The 

: The inequality discovered 岛y 1. K. Hua in 1965 play an important role in number theory and 

IS 

and quasi-Banach spaces. 

: Hua Lo-}三en只 inequality; 2-normed spaces; 

华罗庚在 1965 发现了下面在数论中有重要应

用的不等式?华罗庚不等式得到了很多的推广。

1 (华罗庚不等式['] ) .如果 8 ， α>0 和

必，，"'， X n E R，那么

(8 一 见 )2 +α 、
、
自
，
/

tEi /
'
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飞
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见2 ?: 
. α 十几

在( 1 )中，等式成立当且仅当 X ， 二…二元n

8/(α + n) 。

Dragomir 等[2] 将( 1 )推广到实内积空间。

2 设 (X ，(，)) 为实内积空间，若h

yεX 和 α> 0 ，δ> 0 。则

(8 一 (X ， y))2 十 α11 元 11 2 注 αδ2 古 (2)
α+ 11 y 11 L 

并且不等式 (2 )中 9 等式成立当且仅当 χ

8/(α+ 11 y 11 2) 。

Dragorr山等[2] 也给出了有意思的推广。

3 设 (X ， (，))为实内积空间?

2-normed spaces 

spaces 

元;， y εX 和 α> 0 。则

γ
J
 

元; 11 2 十 α 11 元 i 11 2 注 fz||y||2

(3) 

并且不等式 (3 )中?等式成立当且仅当叫:

8y/( n + α) 对所有 i 1 ， 2γ.. 凡成立。

Jovanovie[3] 将 [2J 中的结果扩展到严格凸的

赋范空间。

4 设 X 是严格凸的赋范空间?若克i 巴

X( i = 1 ， 2 ，…凡) ， y 巳 X 且 α> 0 。则

11 y 一 X i 11 2 +α 11 元 i 11 2 注一旦γ11 Y 11

2 

α 寸- n 

(4) 

并且不等式 (4 )中?等式成立当且仅当叫=

8y/( n + α) 对所有 i - 1 ， 2 ，… ， n 成立。

在本文中?我们将上面结果推广到 2 一赋范空
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间和拟 Banach 空间。

1 主要结果

设 X 是维数大于 1 的线性空间，下面定义是

[4J 引进的。若|卜， 0 11 是 XxX上的实函数，并

满足下面条件?则称 X 为 2 一赋范空间:

( 1) 11 坷，y 11 =。当且仅当克和 y 是线性相关

的;

(2) 11 X ,y 11 = 11 y ,x 11 ; 

(3) 11α劣 ， y 11 = IαI 11 x ,y 11 对任意的 αER

成立;

( 4) 11 X + y ,Z 11 :王 11 元 ， Z 11 + 11 y ,z 11 。

若元 ， y ， z 巳 X 是非零向量罗用 V(吟 ， V( 元 ， y)

和 V( 妃 ， y ， z) 分别记X 中由必，克和 y ， 克和 y 及 z 生

成的线性流形。因顾[ 1 J 中 2 一赋范空间 X 称为

严格凸的是指:当~ 11 光十 y ， z 11 = 11 元 ， Z 11 11 y , 
2 

Z 11 = 1 对任意坷 ， y ， z E X成立时?有必 = y 。这里

我们将华罗庚不等式推广到严格凸的 2 ~武范

间 0

5 设( X , 11 0 , 0 11 )是严格凸的 2

赋范空间?若克i 巳 i 二 1929Ea@?n)9yεX 和 α

0 。则对任意~贝克l' ... ,X" ,y) , 

11 (y 一艺叫 ) ,Z 11 2 斗- ()( 11 元 i ,Z 11 2 注

-~-lly ， zI12 (5) 
α-'r n 

并且不等式 (5 )中?等式成立当且仅3 克t

8y/( 几十 α) 对所有 i = 1 ， 2 ， 'ω 。 ， n 成立。

证明对tεR ， 8 ， α> 0 ，有

何一 t)2 + αt2 二三一旦-82 (6) 
1 +α 

并且不等式( 6 )中?等式成立当且仅当 t = 
8/( 1 +α) 。

下面用归纳法，对 n = 1 ，由三角不等式和

(6) ，有

11 (y 一元1) ,Z 11 2 +α11 必 1 ,Z 11 2 ~ ( 11 y ,z 11 一

11 川 11 )气 α11 X 1 ,Z 1尸注古平 11 y ,z 11
2 

(7) 

并且不等式 (7) 中，等式成立当丑仅当

11 y 一见 1 ,Z 11 111 y ,z 11 一 11 叫 ， Z 111 (8) 
nHH 4水

，

11 川 11 =ι11 川 11 (9) 
1 -1'" α 

由( X , 11 0 , 0 11 )的严格凸性问]和 Z ~贝克 1 ,y) , 

可知对某个 λ> 。罗有 y - X 1 = λ 必 1 ，因此

1y(10) 
1 +λJ 

根据 (9) 和 (10) ，可得叫 = y/ (1 +α) 。所以

不等式 (5) 对 n = 1 成立。

假设不等式 (5) 对 n = k 成立，则对 n = k + 

1 ，有
k+1 k+1 

11 (y - 川 ， Z 11 2 十 α 汇 11 叭 ， Z 11 2 工

11 (y 一丁只见J 一元k+1 ,Z 11 2 +α11 冗川 ， Z 11 2 十

α L 11 必 i ,Z 11 2 注 7旦一 11 y- 町 ， Z 11 2 十
1 ↑ α 

α L 11 元 i ,Z 11 2 = ~[ 11 y - 町 ， Z 11 2 十
1 十 α

(1 +α) 11 元 i ,Z 11 2 J 注

(-L)(1+α) 11 y ,z 11 2 =α11 y ,z 11 2 
1 +α k + 1 +α11 k + 1 +α 

并且等号成立当且仅当

见k十 i 工 1一 (y X i ) 
个 α

nHH 
工
个

Xi (i ,2 ,… ,k) 

因此必i 二 7干 i ,2 ,." ， k 十)。所以不等式
κ?α 

( )对 n k 十 1 成立?由归纳法原理可知不等式

(5) 对所有的 n 成立。

拟 Banach 空间是将 Banach 空间的三角不等式

11 见十 y 11 ::s 11 必 11 十 11 y 11 换成了存在 C 注 1 使得

11 见十 y 11 ::s c ( 11 元 11 + 11 y 11 )对所有的 x ， y E X都

成立?明显地?拟 Banach 空间是 Banach 空间的自

然推广。

1 设 X 是线性空间， 11 0 11 • [0 , 

∞)是 X 上的泛函，并对所有的元 ， y ε X ， 有

① 11 叫| 二。当且仅当先工 o ; 
② 11λ叫1λI 11χ11 对所有的 λ 成立;

③ 11 元十 y 11 ::s c ( 11 叫 1 + 11 y 11 ) ，这里 C~l

不依赖于邓 ， y 0 

则称 11 0 11 为 X 的一个拟范数。如果 x

11 0 11 下是完备的，那么称 X是拟 Banach 空间。

拟 Banach 空间是局部有界的拓扑线性空间 9

lp (0 < p < 1) 就是一个拟 Banach 空间。

下面证明拟 Banach 空间中的华罗庚不等式。

6 设( X , 11 0 11 )是拟 Banach 空间罗

克i EX (i=1 ， 2 ， … ， n) ， YEX和 α>0 。贝。
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11 y 一汇叫 11 2 十 α 艺 11 克 i 11 2 注

已~ 11 Y 11

2 

nα + Y C" 

证明用归纳法。对 n = 1 ，由

(6) ，有

11川1 11 2 斗 α11 X 1 11 2 ~ ( ~ 11 y 11 一 11 X 1 11 f + 

、
、I
S
F
'

11 1EA ，
，E
飞
、
、

不等式和

11 叭 11 2 注 ~lly ， zI12
C2 (1 + α) 

假设不等式 (11 )对 n 二 k 成立?则

(12 ) 

11 y- 叫 11 2 十 α 艺 11 X i 11 2 注

匀
，
"γ

J
 

-,

t 
-qh -PU ---2 --t α

一 (13) 

因此，对 n=k+1 ， 有

11 y 一艺 Xi 11 2 十 α叉们i 11 2 二 11 (y 

元k+1 11 2 +α11 X k +1 11 必 i 11 2 去

2α11 y 
c(÷α) 

α[11 y 
( +α) 

见 i 11 2 十 α 11 叫 11 2 

引 11 2 十( +α) 艺 11 元 i 11 2] 注

句
，
"γ

J
 

(α1 付
2i k+1)n2 k+ 1 n2i lllyll L. 

、 CL. \fC+ 1J C α 十三Jzl C ) 

所以不等式 (11 )对 n k + 1 成立?由归纳法原

理可知不等式 (11 )对所有的 n 成立。

我们知道若当 x ， y εX 线性无关时 9 都有 11 光

十 y 11 < 11 X 11 + 11 y 11 ，则 Banach 空间( X , 11.11 ) 

称为严格凸的。 Banach 空间的严格凸性?容易推广

到拟 Banach 空间。当 x ， y 巳 X ， 并且克和 y 都不为

零时，都有 11 X + y 11 < C( 11χ11 + 11 y 11) ，我们称

拟 Banach 空间( X , 11 • 11 )是严格凸的。但是，

不难证明不等式 (11 )中的等号在必i= 」-yo
n 十 α

= 1 ， 2 ，… ， n) 时是不成立的。
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